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第 1章

圏・函手・自然変換

1.1 圏
射は，圏という世界における関係を表す矢印であり，圏論において対象は矢印の始まりと終わりにつけられ

る名称に過ぎず，対象のもつ性質は射によってのみ特徴づけられる．

定義 1.1 (圏)
圏 (category) は，対象 (object) と射 (arrow, morphism) の集まりからなり，以下を満たす．

• 任意の射は，域 (domain) と余域 (codomain) と呼ばれる対象をもつ．対象 a を域，対象 b を余域
とする射 f を f : a→ b と表記する．

• 任意の射 f : a→ b, g : b→ c について，f, g の合成 (composition) g ◦ f : a→ c が一意に存在する．
• 任意の射 f : a→ b, g : b→ c, h : c→ d について，h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f が成り立つ．
• 任意の対象 b について恒等射 (identity) idb : b→ b が一意に存在し，任意の射 f : a→ b, g : b→ c

について idb ◦ f = f かつ g ◦ idb = g が成り立つ．

また，圏 C の対象の集まりを C，射 a→ b の集まりを C (a, b) と表記する．

a b c

C

f g

g ◦ f

ida idb idc

定義 1.2 (逆射)
射 f : a→ b について以下を満たす射 g : b→ a を f の逆射 (inverse) といい，f−1 と表記する:

g ◦ f = ida ∧ f ◦ g = idb. (1.1)

定理 1.3 (逆射の一意性)
任意の射について，逆射は高々 1つである．
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証明. 射 f : a→ b の相異なる逆射 g, h : b→ a が存在すると仮定する．

g = g ◦ idb = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = ida ◦ h = h.

これは仮定に矛盾し，定理は示された．

定義 1.4 (同型射)
射 f について逆射 f−1 が存在するとき，f は同型射 (isomorphism) であるという．

対象は性質をもたないため，対象どうしの「本質的な等しさ」なるものも射によって定められる．

定義 1.5 (同型)
圏 C の対象 a, b について同型射 a→ b が存在するとき，a と b は同型 (isomorphic) であるといい，a ' b
と表記する．

1.1.1 圏の大きさ
定義 1.6 (局所小圏)
圏 C の任意の対象 a, b ∈ C について C (a, b) が小さい集合 (定義 A.2) であるとき，C を局所小圏 (locally
small category) という．

1.1.2 さまざまな圏
定義 1.7 (離散圏)
任意の射が恒等射である圏を離散圏 (discrete category) といい，対象の集まりが有限である場合は対象の
数を用いて 0,1,2, . . . と表記する．特に 0 を空圏 (empty category) といい，1 を終圏 (terminal category)
または自明な圏 (trivial category) という．

前述のとおり，圏論では対象そのものが既に何らかの性質を備えているとは考えない．むしろ対象の「性
質」とは他の対象との関係性によって初めて問題にできるものだ．
素朴な集合論においては，まず集合が要素をもち，それらの対応づけとして集合間の写像が定義される．圏

論はその逆をいく．「集合」という何かの間に写像を定めてしまい，それによって初めて集合の要素を定義
する．

定義 1.8 (集合圏)
集合圏は，任意の集合を対象とし，それらの間の任意の写像を射とする圏である．

1.2 函手
2つの世界 (圏) を比較したときに，世界を構成する要素は全く違っていても，それらの関係性に着目する

となんとなく似ている気がしてくることがある．函手はそのようなアナロジーを表現する矢印である．

定義 1.9 (函手)
圏 C ,D について，対象 x ∈ C を対象 F (x) ∈ D に写し，射 f ∈ C (x, y) を射 F (f) ∈ D(F (x), F (y))

に写すマップ F が以下の条件を満たすとき，F を C から D への函手 (functor) といい，F : C → D と
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表記する．

∀f ∈ C (x, y) ∀g ∈ C (y, z); F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f), (1.2)
∀x ∈ C ; F (idx) = idF (x). (1.3)

C x y z

D F (x) F (y) F (z)

f g

g ◦ f

idx idy idz

F (f) F (g)

F (g ◦ f)

idF (x) idF (y) idF (z)

F

定義 1.9 では函手に (i) 合成の保存と (ii) 恒等射の保存の二条件が要求されている．ここで，(i) が (ii)
を含意するのではないか，この定義は冗長ではないかと疑問に思われたかもしれないが，一般に (i) は
(ii) を含意しない．以下のような場合を考える．

• 圏 C は対象 c と恒等射 idc のみからなる．
• 圏 D は対象 d と恒等射 idd ，射 e : d→ d のみからなり，e = e ◦ e である．

ここで F (idc) = e であるような対応 F は (i) を満たすが (ii) を満たさない．

定義 1.10 (充満，忠実，充満忠実)
函手 F : C → D および任意の対象 x, y ∈ C に対して，射についての対応 C (x, y)→ D(F (x), F (y)) が

• 全射であるとき F は充満 (full) であるといい，
• 単射であるとき F は忠実 (faithful) であるという．

また F が充満かつ忠実であるとき，F は充満忠実 (full and faithful, fully faithful) であるという．

1.3 自然変換
2つの世界 (圏) について異なるアナロジーを考えることもできる．すると，異なるアナロジーの間にも何

らかのアナロジーが見えてくることがある．この高次のアナロジーが自然変換である．

定義 1.11 (自然変換)
2つの函手 F : C → D , G : C → D について，C の対象 x を D の射 tx : F (x)→ G(x) に対応づける写
像 t が

∀x, y ∀f : x→ y G(f) ◦ tx = ty ◦ F (f) (1.4)
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を満たすとき，t を自然変換 (natural transformation) といい，t : F → G と表記する．

C

x y

D

F (x) F (y)

G(y) G(y)

f

F (f)

G(f)

tx ty

F

G

t
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第 2章

表現可能函手

2.1 表現可能函手

2.1.1 hom 函手

はじめに hom 函手の概念を導入する．hom 函手は，あるひとつの対象に着目してそこから見た「主観的
な」圏を与える函手である．共変 hom 函手は他の対象を「そこへの」射の集合と同一視し，反変 hom 函手は
他の対象を「そこからの」射の集合と同一視する．

定義 2.1 (hom 双函手)
局所小圏 C について，双函手 C (−,−) : C op × C → Set を hom 双函手 (hom-bifunctor) という．ただ
し C (−,−) は

• a, b ∈ C を集合 C (a, b) ∈ Set に写し，
• ψ ∈ C (a, a′), φ ∈ C (b, b′) を以下の写像に写す．

C (a′, b) ∈ f 7→ φ ◦ f ◦ ψ ∈ C (a, b′) (2.1)

定義 2.2 (共変 hom 函手)
局所小圏 C と対象 c ∈ C について，hom 双函手の部分適用 C (c,−) : C → Set を c に関する共変 hom
函手 (covariant hom-functor) という．

定義 2.3 (反変 hom 函手)
局所小圏 C と対象 c ∈ C について，hom 双函手の部分適用 C (−, c) : C op → Set を c に関する反変 hom
函手 (contravariant hom-functor) という．

2.1.2 表現可能函手
定義 2.4 (前層)
小圏 C 上の反変函手 C op → Set を C の前層 (presheaf) という．

表現可能函手とは，hom 函手に同型な前層のことである．
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定義 2.5 (表現可能函手)
小圏 C の前層 F と対象 c ∈ C に関する反変 hom 函手 C (−, c) について自然同型

φ : F ∼= C (−, c) (2.2)

が存在するとき，F は表現可能 (representable) であるという．このとき φ を F の表現 (representation)
といい，c を F の表現対象 (representing object) という．

2.2 米田の補題

2.2.1 米田埋め込み
定義 2.6 (米田埋め込み)

局所小圏 C について，hom 双函手 C (−,−) : C op × C → Set の左カリー化よ : C → SetC op

を米田埋
め込み (Yoneda embedding) という．

Set

C (x, a) C (y, a)

C (x, b) C (y, b)

ψ◦−C (x,ψ)

−◦φ
C (φ,a)

C (y,ψ)ψ◦−

C (φ,b)

−◦φ

C op

C

yx

a

b

ψ

φ

SetC op

C (−, a)

C (−, b)

C (−, ψ)

idopC

よ

定義 2.7 (余米田埋め込み)

局所小圏 C について，hom 双函手 C (−,−) : C op × C → Set の右カリー化よ′
: C op → SetC を余米田

埋め込み (coYoneda embedding) という．
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Set

C (a, x) C (a, y)

C (b, x) C (b, y)

C (a,ψ)

−◦φ

φ◦−
C (b,φ)

C (ψ,x) ψ◦− −◦ψ C (ψ,y)

C

C op

yx

b

a
ψ

φ

SetC

C (a,−)

C (b,−)

C (ψ,−)

idopC

よ′

2.2.2 米田の補題

所与の集合値函手 K : D → Set に対して表現可能函手 D(r,−) からの自然変換 α を与えることは，コン
ポーネント αr が恒等射 idr をどこに写すかを決めることと等価である．以下で紹介する米田の補題 (Yoneda
lemma) はその事実を主張しており，αr(idr) の値ひとつから自然変換 α を構成する方法を提供する．

定理 2.8 (米田の補題)
C を局所小圏とする．任意の前層 K : C op → Set と c ∈ C について

y : SetC op

(よ(c),K) 3 α 7→ αc(idc) ∈ K(c) (2.3)

は全単射である．

証明. x : K(c)→ SetC (C (c,−),K) を考え，x が Set における y の逆射であることを示す．ただし x は任
意の a ∈ K(c) を以下のコンポーネントで構成される自然変換 x(a) に写す:

x(a)c′ : f 7→ K(f)(a). (2.4)

y ◦ x = idK(c) を示す．任意の a ∈ K(c) について

y(x(a)) = x(a)c(idc)

= K(idc)(a)

= idK(c)(a)

= a.

x ◦ y = idSetC (D(c,−),K) を示す．任意の α : C (c, c′)→ K，c′ ∈ C，f : c→ c′ について

x(y(α))c′(f) = K(f)(y(α))

= K(f)(αc(idc))

= αc′(C (c, f)(idc))

= αc′(f).

ここで 3 行目の変換には，以下の図式が可換である事実を用いた．
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C (c, c) C (c, c′)

K(c) K(c′)

C (c,f)

αc αc′

K(f)

よって y は全単射であることが示された．

2.2.3 米田の補題の系
定理 2.9 (米田埋め込みは充満忠実)

任意の局所小圏 C において米田埋め込み よ : C → SetC op

は充満忠実 (定義 1.10) である．

証明. 米田の補題より，任意の x, y ∈ C について

SetC op

(よ(x),よ(y)) ' よ(y)(x) ' C (x, y). (2.5)

定理 2.10 (表現対象の一意性)
任意の小圏 C について

∀c, d ∈ C ; c ' d ⇐⇒ よ(c) ' よ(d). (2.6)

定理 2.11 (Cayley の定理)
任意の群 G は，対称群 Sym(G) の部分群と同型である．
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第 3章

極限

3.1 普遍射
定義 3.1 (普遍射-1)
函手 S : D → C と対象 c ∈ C について，対象 r ∈ D と射 v : S(r)→ c の組 (r, v) が

∀d ∈ D ∀f ∈ C (S(d), c) ∃!f ′ ∈ D(d, r); f = v ◦ S(f ′) (3.1)

を満たすとき，(r, v) を S から c への普遍射 (universal arrow) という．

C D

S(d) d

c S(r) r

S

S(f ′)
f

f ′

v

定義 3.2 (普遍射-2)
函手 S : D → C と対象 c ∈ C について，対象 r ∈ D と射 u : c→ S(r) の組 (r, u) が

∀d ∈ D ∀f ∈ C (c, S(d)) ∃!f ′ ∈ D(r, d); f = S(f ′) ◦ u (3.2)

を満たすとき，(r, u) を c から S への普遍射という．

C D

c S(r) r

S(d) d

S

u

f
S(f ′) f ′
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3.2 極限と余極限
定義 3.3 (終対象)
圏 C および対象 t ∈ C が

∀x ∈ C ; |C (x, t)| = 1 (3.3)

を満たすとき，t を C の終対象 (terminal object) という．

定義 3.4 (始対象)
圏 C および対象 i ∈ C が

∀x ∈ C ; |C (i, x)| = 1 (3.4)

を満たすとき，i を C の始対象 (initial object) という．

a

b

c

...

i t

定義 3.5 (定函手)
圏 C ,D および対象 d ∈ D について，C の任意の対象を d に写し，C の任意の射を idd に写す函手を d

の定函手 (constant functor) という．

定義 3.6 (対角函手)
圏 C ,D について，任意の対象 d ∈ D を d の定函手に写す函手 ∆ : D → DC を対角函手 (diagonal
functor) という．ただし ∆ は射 f ∈ D(a, b) を，任意のコンポーネントが f であるような自然変換
∆(f) : ∆(a)→ ∆(b) に写す．

定義 3.7 (錐)
圏 C ,D および函手 F : C → D について，対象 d ∈ D および自然変換 ψ : idd → F の組 (d, ψ) を F へ
の錐 (cone) という．

定義 3.8 (余錐)
圏 C ,D および函手 F : C → D について，対象 d ∈ D および自然変換 φ : F → idd の組 (d, φ) を F か
らの余錐 (cocone) という．

定義 3.9 (錐の圏)
函手 F への錐を対象とする圏を錐の圏といい，Cone(F )と表記する．ただし射 u ∈ Cone(F )((d, ψ), (d′, ψ′))

は以下の図式を可換にする自然変換 idd → idd′ である．
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idd idd′

F F

u

ψ ψ′

idF

定義 3.10 (余錐の圏)
函手 F からの余錐を対象とする圏を余錐の圏といい，Cocone(F ) と表記する．ただし射
u ∈ Cocone(F )((d, φ), (d′, φ′)) は以下の図式を可換にする自然変換 idd → idd′ である．

idd idd′

F F

u

idF

φ φ′

定義 3.11 (極限)
Cone(F ) の終対象 (t, π) を F の極限 (limit) という．このとき t を F の極限対象 (limit object) といい，
t = lim(F ) と表記する．

定義 3.12 (余極限)
Cocone(F ) の始対象 (i, ι) を F の余極限 (colimit) といい，このとき i を F の余極限対象 (colimit object)
といい，i = Colim(F ) と表記する．

3.3 さまざまな極限
前節では非常に抽象的な形で極限と余極限を定義した．本節ではさまざまな図式の極限と余極限を紹介し，

それらが具体的な圏においてどのような対象に対応するのかをみていく．

3.3.1 終対象と始対象

(余) 極限の定義に用いた終対象と始対象は，実はそれぞれ最も単純な極限と余極限として記述できる．

定理 3.13 (極限としての終対象)
任意の圏 C および空圏 J について，自明な図式 J → C の極限は C の終対象に同型である．

定理 3.14 (余極限としての始対象)
任意の圏 C および空圏 J について，自明な図式 J → C の余極限は C の始対象に同型である．

終対象や始対象の具体的な例をみてみよう．例えば集合圏 Set における終対象と始対象は，それぞれ一点集
合と空集合に対応する．一点集合 1 = {·} が終対象であることは，任意の集合 S について，S から 1 への写
像が S の全ての要素を集合 1 の唯一の要素に写す写像ただひとつであることからわかる．空集合 ∅ が始対象
であることについては，やや無理があるかもしれないが，任意の集合 S について何もしない写像 ∅ → S がた
だひとつ存在するのだと考えてほしい．
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3.3.2 積と余積
定義 3.15 (積)
離散圏 J = {1, 2} について，函手 F : J → C の極限を積 (product) といい，F (1) = A,F (2) = B の
とき A×B と表記する．

A A×B B

X

pA pB

u
xA xB

定義 3.16 (余積)
離散圏J = {1, 2}について，函手 F : J → C の余極限を余積 (coproduct)といい，F (1) = A,F (2) = B

のとき A+B と表記する．

A A+B B

X

iA iB

u
xA xB

3.3.3 引き戻しと押し出し
定義 3.17 (引き戻し)
圏 J = (1 → 3 ← 2) について，函手 F : J → C の極限を引き戻し (pullback) またはファイバー積
(fiber product) といい，F (1) = A,F (2) = B,F (3) = C のとき極限対象を A×CB と表記する．

定義 3.18 (押し出し)
圏 J = (1 ← 3 → 2) について，函手 F : J → C の余極限を押し出し (pushout) またはファイバー和
(fiber sum) といい，F (1) = A,F (2) = B,F (3) = C のとき余極限対象を A+CB と表記する．

3.3.4 等化子と余等化子
定義 3.19 (等化子)
圏 J = {·⇒ ·} について，函手 F : J → C の極限を等化子 (equalizer) という．

X YE

E′

f

g

e

u
e′

定義 3.20 (余等化子)
圏 J = {·⇒ ·} について，函手 F : J → C の余極限を余等化子 (coequalizer) という．
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X Y Q

Q′

f

g

q

u
q′

3.4 完備
定義 3.21 (有限完備)
圏 C について任意の有限圏 J および函手 F : J → C が極限をもつとき，C は有限完備であるという．

定義 3.22 (完備)
圏 C について任意の小圏 J および函手 F : J → C が極限をもつとき，C は完備であるという．

3.5 冪
定義 3.23 (冪)
有限積をもつ圏 C の対象 X,Y, Z ∈ C について，対象 ZY ∈ C と射 eval : ZY × Y → Z の組 (ZY , eval)

で，任意の f : X × Y → Z に対して以下の図式を可換にするような射 f̃ : X → ZY がただ一つ存在する
ものを冪 (exponential) という．

X × Y

ZY × Y Z

f
f̄ × idY

eval

3.6 極限の保存
定義 3.24 (極限の保存)
函手 F : C → D が

∀J ∈ Cat ∀D ∈ C J ; F (lim(D)) ' lim(F ◦D) (3.5)

を満たすとき，F は極限を保存する (preserves limits) という．

定理 3.25 (hom 函手は極限を保存する)
任意の共変 hom 函手 (定義 2.2) は極限を保存する．

証明. 任意の対象 c ∈ C および函手 D : J → C について，極限 lim(D) が存在するならば

C (c, lim(D)) ' Cones(c,D) (3.6)
' lim(C (c,D(−))). (3.7)

ただし Cones(c,D) は c から D への錐の全体を表す．

14



3.6.1 米田埋め込みは極限を保存する
定理 3.26
任意の小圏 C ,J ，局所小圏 D および函手 D : J → DC を考える．各 c ∈ C における評価函手
evc : DC → D について極限 lim(evc ◦D) が存在するならば，極限 lim(D) が存在し，

∀c ∈ C ; (limD)(c) ' lim(evc ◦D). (3.8)

定理 3.27 (米田埋め込みは極限を保存する)

任意の局所小圏 C について，米田埋め込み よ : C → SetC op

は極限を保存する．

証明.

よ(limD)(c) ' C (c, limD) (3.9)

' lim(よ′
(c) ◦D) (3.10)

' lim(evc ◦よ ◦D) (3.11)
' lim(よ ◦D)(c). (3.12)

ただし 式 (3.10) の同型は 定理 3.25 による．また 式 (3.11) の同型はよ′
(c) = C (c,−) = evc ◦よ によって

得られ，式 (3.12) の同型は 定理 3.26 による．
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第 4章

随伴

4.1 随伴
定義 4.1 (随伴)
函手 L : C → D , R : D → C について自然同型

D(L(−),−) ' C (−, R(−)) (4.1)

が存在するとき L と R は随伴 (adjoint) であるといい，L a R と表記する．またこのとき L を R の左随
伴 (left adjoint) といい，R を L の右随伴 (right adjoint) という．

定理 4.2 (随伴函手の並列定義)
函手 F : C � D : G について以下の命題は全て同値である:

1. F a G．
2. 自然変換 η : idC → GF が存在し，各 ηc : c→ GF (c) が c から G への普遍射である．
3. 自然変換 ε : FG→ idD が存在し，各 εd : FG(d)→ d が F から d への普遍射である．

4.1.1 随伴函手の例
定理 4.3 (終対象)
任意の圏 C において以下は同値である:

(i) C が終対象をもつ，
(ii) 一意な函手 ∗ : C → 1 が右随伴をもつ．

証明. 自明な函手 φ : 0→ C および任意の函手 t : 1→ C について

t(∗) ' lim(φ) ⇐⇒ ∀c ∈ C ; |C (c, t(∗))| = 1 (4.2)
⇐⇒ C (−, t(−)) ' 1(∗(−),−). (4.3)

よって (i) ⇔ (ii) が示された．
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定理 4.4 (積函手と冪函手)

−×A a (−)A. (4.4)

証明. 定理 4.2 の (i) ⇔ (iii) を用いる．評価射 εc : C
A → C が (i) 対象 C について自然であり，(ii) −×A

から C への普遍射であることを示す．

(i) 自然性を示す．冪函手の定義より，任意の C,D ∈ C と射 f : C → D について

f ◦ εC = εD ◦ ( ˜(f ◦ εC)× idA)

= εD ◦ (fA × idA)

よって自然性は示された．
(ii) 普遍性を示す．冪函手の定義より，任意の X ∈ C と g : X×A→ C について以下を満たす g̃ : X → CA

がただ一つ存在する:
εC ◦ (g̃ × idA) = g.

よって普遍性は示された．

4.1.2 随伴は極限を保存する
定理 4.5 (右随伴は極限を保存する)
L a R のとき，任意の圏 C ,D ,E について

∀L ∈ DC ∀R ∈ C D ; L a R→
(
∀F ∈ E C ; R(limF ) ' lim(RF )

)
. (4.5)

証明. 任意の d ∈ D について

D(d,R(lim(F ))) ' C (L(d), lim(F )) (4.6)
' limC (L(d), F (−)) (4.7)
' limD(d,RF (−)) (4.8)
' D(d, lim(RF )) (4.9)

ただし 式 (4.7) では 定理 3.25 を用いた．よって 定理 2.10 より R(lim(F )) ' lim(RF ).
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第 5章

カン拡張

All Concepts are Kan Extensions.

Saunders Mac Lane

5.1 カン拡張
カン拡張とは，写像の定義域をより大きな空間へ拡張する操作の一般化である．

5.1.1 大域的なカン拡張

最初に，大域的なカン拡張の定義を与える．

定義 5.1 (函手の誘導)

函手 K : C → C ′ および圏 D について，以下のように定義される函手 K∗ : DC ′ → DC を K と D に
よって誘導される函手という:

DC ′
3 H 7→ H ◦K ∈ DC , (5.1)

DC ′
(H,H ′) 3 σ 7→ σ ◦K ∈ DC (H ◦K,H ′ ◦K). (5.2)

定義 5.2 ((大域的な) 左カン拡張)

函手 K : C → C ′ および圏 D によって誘導される函手 K∗ : DC ′ → DC が左随伴 K! : DC → DC ′ をも
つとき，K! を K に沿った左カン拡張 (left Kan extension) といい，K! = LanK と表記する．

定義 5.3 ((大域的な) 右カン拡張)

函手 K : C → C ′ および圏 D によって誘導される函手K∗ : DC ′ → DC が右随伴 K∗ : DC → DC ′ をも
つとき，K∗ を K に沿った右カン拡張 (right Kan extension) といい，K∗ = RanK と表記する．

5.1.2 局所的なカン拡張
定義 5.4 ((局所的な) 左カン拡張)

函手 K : C → C ′ および圏 D によって誘導される函手 K∗ : DC ′ → DC と函手 F : C → D について，
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集合値函手 DC (F,K∗(−)) : DC ′ → Set が表現可能であるとき，その表現対象 L ∈ DC ′ を K に沿った
F の左カン拡張といい，L = LanK F と表記する．

C ′

C D

K

F

LanK F

G

µ

τ

定義 5.5 ((局所的な) 右カン拡張)

函手 K : C → C ′ および圏 D によって誘導される函手 K∗ : DC ′ → DC と函手 F : C → D について，
集合値函手 DC (K∗(−), F ) : DC ′ → Set が表現可能であるとき，その表現対象 R ∈ DC ′ を K に沿った
F の右カン拡張といい，R = RanK F と表記する．

C ′

C D

K

F

RanK F

G

ε

σ

5.1.3 カン拡張の例
定理 5.6 (米田埋め込みのカン拡張)
任意の小圏 C ，圏 C ′ および函手 K : C → C ′ について

∀x ∈ C ′; (LanKよC )(x) ' よC ′(x) ◦K. (5.3)

5.1.4 絶対カン拡張
定義 5.7 (函手と左カン拡張の交換)
函手 K : C → C ′ に沿った函手 F : C → D の左カン拡張 LanK F および函手 G : D → E について

LanK(G ◦ F ) ' G ◦ LanK F (5.4)

が成り立つとき，G は LanK F と交換するという．
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定義 5.8 (絶対左カン拡張)
函手 K : C → C ′ に沿った函手 F : C → D の左カン拡張 LanK F について，任意の圏 E および函手
G : D → E が LanK F と交換するとき，LanK F を絶対左カン拡張 (absolute left Kan extension) と
いう．

5.2 すべての概念はカン拡張である
本節では，極限や随伴がカン拡張として表現されることを確認する．

定理 5.9 (極限は右カン拡張である)
函手 T : M → A について以下の 2つは同値である:

• T が極限をもつ，
• T が (一意的な) 函手 K1 : M → 1 に沿った右カン拡張をもつ．

またこれらが成り立つとき limT ' RanK1 T．

証明. 函手 A : 1 → A は A の対象であり，A ◦K1 = ∆(A) である．よって自然変換 α : A ◦K1 → T は
T への錐 (A,α) をなす．右カン拡張 (RanK1

T, ε) も同様に T への錐であり，その定義より極限錐に同型で
ある．

1

M A

K1

T

RanK1
T

A

ε

σ

A

RanK1
T

Ti Tj

εi εj

A
σ

αi αj

定理 5.10 (余極限は左カン拡張である)
函手 T : M → A について以下の 2つは同値である:

• T が余極限をもつ，
• T が (一意的な) 函手 K1 : M → 1 に沿った左カン拡張をもつ．

またこれらが成り立つとき ColimT ' LanK1
T．

証明. 定理 5.9 より双対的に示される．

20



1

M A

K1

T

LanK1 T

A

µ

τ

A

LanK1
T

Ti Tj

µi µj

A
τ

βi βj
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第 6章

圏論の応用

6.1 ストーンの双対性定理
ストーンの双対性定理は，(sober 性を満たす) 位相空間と (空間的) 完備ハイティング代数が一対一に対応

することを示す．ふつう位相空間論は集合論の土台の上で定式化されるが，この定理によって集合論ではなく
束論に基づく位相空間論の定式化 (ポイントレス位相空間論) が可能になる．

6.1.1 ストーンの表現定理

ストーンの表現定理は双対性定理の特別な場合である．ストーンの双対性定理は位相空間と束の対応を与え
るが，ストーンの表現定理はそれらに制約を加えたストーン空間とブール代数の対応を与える．

定義 6.1 (ストーン空間の圏)
ストーン空間 (定義 C.13) と連続写像 (定義 C.5) のなす圏を Stone と表記する．

定義 6.2 (ブール代数の圏)
ブール代数 (定義 B.7) とブール準同型のなす圏を BLat と表記する．

定理 6.3 (ストーンの表現定理)

Stone ' BLatop. (6.1)

証明. 反変函手 spec : BLatop → Stone および clop : Stoneop → BLat を定め，自然同型 η : idBLat '
clop ◦(specop) が存在することを示す．以下，メモ．

• spec(B): ブール準同型 B → 2 の全体
– 集合 2 に離散位相を入れて 2B に積位相を入れた位相空間を考えると，spec(B) ⊆ 2B はその部分
位相空間になる

• spec(b : B′ → B) = b−1 : spec(B)→ spec(B′)

– b−1 は b の逆像を与える
• 反変函手 clop : Stoneop → BLat

– clop(X): X の開かつ閉集合の全体
– 和集合および積集合を取る操作について閉じており，ブール代数となる
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• ηB : B 3 b 7→ {v ∈ spec(B) | v(b) = 1} ∈ clop(spec(B))

6.1.2 ストーンの双対性定理
定義 6.4 (既約)
以下の条件を満たす位相空間 (X,O) を既約 (irreducible) であるという．

∀O1, O2 ∈ O \ {∅}; (X \O1) ∩ (X \O2) 6= X (6.2)

定義 6.5 (sober 空間)
既約位相空間 (X,O) の任意の既約閉部分集合 A ⊆ X について，{a} の閉包が A に等しくなるような
a ∈ A がただ一つ存在するとき，(X,O) を sober 空間 (sober space) という．

定義 6.6 (空間的完備ハイティング代数)
完備 (定義 B.3) なハイティング代数 (定義 B.5) F について，任意の a, b ∈ F に対して a ≤ b でないなら
ば f(a) = 1 ∧ f(b) = 0 を満たす束準同型 f : F → {0, 1} が存在するとき，F を空間的完備ハイティング
代数 (spatial complete Heyting algebra) という。

定義 6.7 (sober 空間の圏)
sober 空間と連続写像のなす圏を Sob と表記する．

定義 6.8 (空間的完備ハイティング代数の圏)
空間的完備ハイティング代数と束準同型のなす圏を SFrm と表記する．

定理 6.9 (ストーンの双対性定理)

Sob ' SFrmop. (6.3)
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付録 A

基礎論

定義 A.1 (グロタンディーク宇宙)
以下の性質をもつ集合 U をグロタンディーク宇宙 (Grothendieck universe) という．

∀x ∈ U ∀y ∈ x; x ∈ U, (A.1)
∀x, y ∈ U ; {x, y} ∈ U, (A.2)
∀x ∈ U ; 2x ∈ U, (A.3)

∀I ∈ U ∀{xi}i∈I ⊆ U ;
⋃
i∈I

xi ∈ U. (A.4)

定義 A.2 (小さい集合)
グロタンディーク宇宙の元を小さい集合 (small set) という．
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付録 B

代数学の知識

B.1 束論
ハイティング代数は半順序，交わりと結び，最大元と最小元，相対擬補元をそなえた代数構造であり，ブー

ル代数は相対擬補元が補元に一致するハイティング代数である．普通これらの構造は集合論の土台の上で定義
されるが，圏論の概念を用いて定義することもできる．例えば交わりと結びは積と余積として，最大元と最小
限は終対象と始対象として, 相対擬補元は冪として表現することができる．

定義 B.1 (半順序集合)
圏 C について

∀x, y ∈ C ; |C (x, y)| ≤ 1 (B.1)

が成り立つとき，C は半順序集合 (partially ordered set, poset) であるという．

定義 B.2 (束)
半順序集合 C が有限積と有限余積をもつとき，C は束 (lattice) であるという．

定義 B.3 (完備束)
任意の部分集合が下限と上限をもつような半順序集合を完備束 (complete lattice) という．

定義 B.4 (有界束)
束 C が終対象と始対象をもつとき，C は有界束 (bounded lattice) であるという．

定義 B.5 (ハイティング代数)
有界束 C が任意の対象の組について冪をもつとき, C はハイティング代数 (Heyting algebra) であると
いう．

定理 B.6
任意の位相空間 (定義 C.1) の位相は完備ハイティング代数である．

定義 B.7 (ブール代数)
ハイティング代数 C について

∀x ∈ C ; ¬¬x = x (B.2)

25



が成り立つとき，C は ブール代数 (Boolean algebra) であるという．
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付録 C

位相幾何学の知識

C.1 位相空間論
定義 C.1 (位相空間)
集合 X とその部分集合族 O ⊆ 2X が以下の条件を満たすとき, (X,O) は位相空間 (topological space) で
あるといい，O を X 上の位相 (topology) という．

∅, X ∈ O (C.1)
∀O1, O2 ∈ O; O1 ∪O2 ∈ O (C.2)

∀O′ ⊆ O;
⋃
O∈O′

O ∈ O (C.3)

定義 C.2 (離散位相)
位相空間 (X, 2X) を離散位相空間 (discrete topological space) といい，2X を X 上の離散位相 (discrete
topology) という．

定義 C.3 (密着位相)
位相空間 (X, {∅, X}) を密着位相空間 (indiscrete topological space) といい，{∅, X} を X 上の密着位相
(indiscrete topology) または自明な位相 (trivial topology) という．

定義 C.4 (開集合，閉集合，開かつ閉集合)
位相空間 (X,O) について，O の元を X の開集合 (open set) という．また部分集合 S ⊆ X が

∃O ∈ O; S = X \O (C.4)

を満たすとき，S は X の閉集合 (closed set) であるという．
X の開集合でありかつ X の閉集合である集合を X の開かつ閉集合 (closed-open set, clopen set) と

いう．

定義 C.5 (連続写像)
位相空間 (X,OX) と (Y,OY ) および写像 f : X → Y が

∀O ∈ OY ; f−1(O) ∈ OX (C.5)
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を満たすとき, f は連続写像 (continuous map) であるという．

定義 C.6 (被覆，開被覆，部分被覆，有限部分被覆)
位相空間 (X,O) の部分集合族 C ⊆ 2X について

X ⊂
⋃
C∈C

C (C.6)

が成り立つとき, C は X の被覆 (cover) であるという．さらに C ⊆ O であるとき，C は X の開被覆 (open
cover) であるという．
また，X の被覆 C0 ⊆ C を C の部分被覆 (subcover) といい，さらに C0 が有限集合であるとき C0 は C

の有限部分被覆 (finite subcover) であるという．

定義 C.7 (コンパクト集合)
位相空間 (X,O) の部分集合 A ⊆ X の任意の開被覆が有限部分被覆をもつとき，A はコンパクト集合
(compact set) であるという．

定義 C.8 (コンパクト空間)
位相空間 (X,O) について X がコンパクト集合であるとき, (X,O) はコンパクト空間 (compact space) で
あるという．

例 1 (R はコンパクト空間でない)
通常の位相をもつ R の開被覆 {(n, n + 2) | n ∈ Z} は有限部分被覆をもたないため，R はコンパクト空間
でない．

定義 C.9 (連結，不連結)
位相空間 (X,O) の部分集合 A ⊆ X が

∃O1, O2 ∈ O \ {∅}; O1 ∪O2 = A ∧O1 ∩O2 = ∅ (C.7)

を満たすとき A は不連結 (disconnected) であるといい，不連結でない X の部分集合は連結 (connected)
であるという．

定義 C.10 (連結成分)
位相空間の極大な連結部分集合を，その位相空間の連結成分 (connected component) という．

定義 C.11 (完全不連結)
任意の連結成分が一点集合であるような位相空間を完全不連結 (disconnected) であるという．

定義 C.12 (ハウスドルフ空間)
以下の条件を満たす位相空間 (X,O) をハウスドルフ空間 (Hausdorff space) という．

∀x, y ∈ X; [x 6= y =⇒ ∃O1, O2 ∈ O; x ∈ O1 ∧ y ∈ O2 ∧O1 ∩O2 = ∅] . (C.8)

定義 C.13 (ストーン空間)
コンパクト完全不連結ハウスドルフ空間をストーン空間 (Stone space) という．
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定理 C.14 (チコノフの定理)
任意のコンパクト空間族の直積空間はコンパクト空間である．
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